V. Deérivées.

1. Problémes d'introduction : de la position a la vitesse.

A. Un mobile se déplace sur une droite graduée durant 6 secondes. Les graphiques suivants expriment la
position du mobile par rapport a l'origine en fonction du temps durant 3 périodes distinctes de 6 secondes.
Attention, ces graphiques ne doivent pas étre confondus avec la trajectoire (rectiligne). Ils ne représentent pas
non plus le profil d'une route...
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Dans chaque cas, on demande

1.
2.

3.

o

d'évaluer la vitesse moyenne du mobile entre les instantst =0 ett=6

d'évaluer la vitesse moyenne du mobile entre les instants t = 0 et t = 3 ensuite d'évaluer la vitesse moyenne
du mobile entre les instants t = 3 et t = 6 et de comparer les résultats obtenus

D'évaluer la vitesse moyenne du mobile entre les instants t=0ett=1,t=1ett=2,...t=5¢ett=6
d'estimer la vitesse du mobile a I'instant t = 2. (Avant de répondre a cette question, réfléchir a ce que veut
dire "vitesse a un instant donné" ou "vitesse instantanée")

(unigquement pour le 3°™ cas) d'évaluer l'instant oul la vitesse du mobile vaut 1 ?

D’estimer la vitesse du mobile aux instants t =0, t=0.5,t=1 ...et a partir des résultats obtenus, d'esquisser
un graphique de la vitesse du mobile en fonction du temps

de décrire le mouvement du mobile (avance ou recule, accélére ou freine).
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B Comme dans les cas précédents, une particule se déplace sur une droite graduée durant 5 secondes. Le
graphique exprime la position de la particule en fonction du temps.
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a) Décrire le mouvement de la particule (avance ou recule ?)
b) Evaluer la vitesse moyenne de la particule
1°entret=0ett=1 2°entret=1ett=2
3%entret=2ett=3 4°entret=3ett=4
5%entret=4ett=5
c) Dresser un tableau de valeurs de la vitesse durant les 5 secondes du mouvement en estimant celle-ci toutes les
0.5 secondes
d) En utilisant ce tableau, esquisser un graphique de la vitesse de la particule en fonction du temps.
e) Comment évolue la vitesse entre les instantst=0ett =2 ? Etentret =2 ett=5? Préciser la différence
d'évolution. Comment cela se remarque-t-il sur le graphe de la position ?

A

. 2 e yis . 5
C. Au cours de physique de 4°™ , nous avons étudié le mouvement d'un corps lancé p(en m)
verticalement vers le haut avec une vitesse initiale égale a vo. Nous avons vu que
dans ce cas, la position de la balle (hauteur) est donnée par la fonction p(t) = vyt — 41

t2 . : .
gT et que sa vitesse en fonction du temps est donnée par v(t) = v, - gt 3
Le graphique ci-contre représente la hauteur de la balle en fonction du temps dans le
cas ol Vo = 10 m/s. (pour faciliter les calculs, nous avons pris g = 10m/s?) 2]
a) Déterminer la vitesse de laballeent=0,ent=1,ent=2etent =4 de deux
maniéres différentes (par les formules vues en physique et par évaluation a partir du .
graphique comme nous l'avons fait dans les cas précédents). Obtient-on les mémes
résultats ?
b) Quand la balle atteint-elle sa hauteur maximum ? Quelle est sa vitesse a ce 0 T -
-1 01 2

moment ? t (en Sec)

c) Esquisser un graphique de la vitesse de la balle en fonction du temps
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Observations

Dans chacun des exemples précédents, ayant le graphe de la fonction qui exprime la position d'un mobile en

fonction du temps, nous en avons déduit (de maniére approchée dans les 4 premiers cas et de maniéere exacte dans
le dernier) le graphe de la vitesse en fonction du temps. Nous appellerons cette nouvelle fonction, la fonction

dérivée de la fonction initiale.

Nous n'avons ici rencontré que le cas "position — vitesse", mais on peut montrer que le probléme est le méme

dans les situations : "vitesse - accélération”, "volume — débit" ou encore "énergie - puissance"
Nous avons déja pu sentir toute I'importance de cette fonction dérivée a travers les liens observés entre

e signe de la dérivée et croissance de la fonction
e zéros de la dérivée et extrémas de la fonction
e croissance de la dérivée et sens de la concavité de la fonction

A travers ces différents exemples, nous avons approché le probléme fondamental des dérivées.
Nous allons maintenant préciser notre démarche, afin de pouvoir déterminer I'expression analytique de la

fonction dérivée d'une fonction quelconque.

2. Accroissement — taux d'accroissement moyen

A travers les exemples donnés ci-dessus, on se rend compte qu'il va étre nécessaire de travailler sur de petits
intervalles et que la notion d'accroissement va étre trés importante. C'est pourquoi nous allons maintenant la

préciser.

2.1 Accroissement de la variable x (Ax)

La variable x change de valeur : Sixpassede5a7,
Six passe de 5a 2,

AX = accroissement de la variable x = valeur "finale" - valeur "initiale” de la variable

Selon que Ax est supérieur a 0 ou inférieur a 0, I'accroissement de la variable x est une augmentation

ou une diminution.

2.2 Accroissement d'une fonction f(x) (Af = Ay)
Comme la variable x, f(x) change de valeur.

Si x passe de x & x + Ax alors f passe de f(x) a f(x + Ax)
Af = f(x + AX) - f(X)

Selon que Af est supérieur a 0, inférieur & 0, ou égal & 0, la fonction f a augmenté, diminué ou est restée

constante.

2.3 taux d'accroissement moyen

Af . .
tam= ™ c-a-d le rapport entre l'accroissement de f et I'accroissement correspondant de x
X

On parle d'accroissement "moyen" sur l'intervalle [X, x + AX]
Cet accroissement moyen dépend de x et de Ax

Il peut &tre une vitesse moyenne, un débit moyen, une puissance moyenne, une intensité moyenne, une

accélération moyenne....

2.4 Signification graphique

Considérons une fonction f définie et continue sur l'intervalle
considéré :
f:x —>f(x)

Soit P(x, f(x)), et P'(x + AX, f(x + Ax)) deux points de cette courbe.
Dans le triangle PQP' ainsi formé, la pente de la droite PP' vaut
Q' _ af

PQ AX
< le taux moyen d'accroissement entre P(x, f(x)) et P'(x + AXx, f(x +
AX)) est la pente de la sécante a la courbe PP’

= ¥
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2.5 Exemples de grandeurs physiques qui sont des t.a.m.
Nous avons déja rencontré plusieurs de ces grandeurs.

. L . . As _ .
1. Sis(t) décrit la position d'un mobile au cours du temps en MR. alors " = vitesse moyenne (en m/s).
2. si V(t) est une fonction qui décrit le volume d'un fluide (liquide ou gaz) qui rentre au cours du temps, alors

% = le débit moyen (en m*/s)

. N . . AE .
3. Si E(t) est I'énergie fournie par une centrale au cours du temps (en joules) alors N = la puissance moyenne
(enjls =w)

. . . Av R
4. siv(t) est la vitesse d'un mobile au cours du temps en MR. alors A = accélération moyenne. (en m/s?)

3. Dérivée d'une fonction f(x)

3.1 Définition - notations

Une fonction y = f(x) est dite dérivable en x = a lorsque la limite du t.a.m de f en x = a existe.

Cette limite est alors appelée nombre dérivé de fena = f'(a) = lim W

Ax—0

La fonction dérivée d'une fonction f(x) (ou dérivée de f) est la fonction f '(x) qui, & chaque réel ou f est dérivable
fait correspondre f* (a)
L'ensemble des points du domaine de définition de f ol f est dérivable est appelé domaine de dérivabilité de la

fonction f ; il se note : domy f
La fonction dérivée de la fonction f(x) est notée f '(x)

f':domygf>R:x - f'(x) = lim Af _dy _df

_Df:I
Mo Ax dx dx X Y

Notation différentielle : Un accroissement infiniment petit Ax de la variable indépendante x se note dx

. . . . Af _d df
A cet accroissement dx correspond un accroissement dy. Et nous avons ainsi : f'(x) = lim — = y_a
Ax—0 AX dx  dx

Remarque : autre notation :
soit a, une valeur de la variable et a + Ax = x

alors  (x) = Iimoi—f devient f '(a) = lim )~ 1(@)
AX— X X—a X—a

f’(a) est le nombre dérivé de fena. Il est aussi la valeur de la fonction dérivée de fen a.

3.2 Exemples
1. Soit f(x) = x%. Cherchons f'(x) = (x%)'=?

COAX?E L (X+AX)Z=x% . XZ 42X AX+AXZ —X? . 2X AX+AX? )
(%' = lim lim ) = lim = lim ==————" = lim (2x + Ax)
Ax—>0 AX Ax—0 AX AX—0 AX AX—0 AX Ax—0
=2x+0=2x

Et nous avons donc : (x?)' = 2x
2. soit f(x) =+/x . Cherchons (\/;)' =7?
AJX = x+Ax - x
e A XA =X (\/X+Ax—\/;X\/x+Ax+\/;)
(Vx) = lim =22 = |im = lim

Ax—0 AX  Ax—0 AX AX—0 AX (\/x +AX + \/; )
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. X +AX — X _ AX _ 1 1 L
lim = lim = lim = -
Ax—0 AX (\/x+Ax +\/;) AX—0 AX (1/X+Ax +\/;) M0 X +AX +X IX+0+0X 2%
Et nous avons donc : (V/x )' = L
2x

3.3 Tangente en un point d'une courbe.

Considérons une courbe. Sur celle-ci un point P.

Soit la sécante passant par P et un point P';

Déplacons P'; en le rapprochant de P. Il occupe
successivement les positions P', , P's.

A la limite, P' va se confondre avec P. A ce moment, la
sécante devient tangente a la courbe au point P : elle
fr6le la courbe en P.

Conclusion : La tangente en 1 point P d'une courbe
réguliere est la limite d'une sécante passant par P
lorsque le second point d'intersection P' tend vers P

3.4 Signification graphique de la dérivée.

. Af
Nous savons : f'(x) = lim — v
Ax—0 AX

Considérons le graphique construit lors de I'étude du t.a.m.
Soit une courbe, et sur celle-ci deux points P(x,f(X)) et P'(x + AX,

f(x + Ax)
f(x + AX))
Nous obtenons ainsi la sécante PP’ dont le coefficient angulaire
Af f(x)
vaut —
AX

or f'(x) = Iimoi—f = la limite du coefficient angulaire de PP’
AX— X

x Y

lorsque P' se rapproche de P c-a-d f '(x) = le coefficient angulaire
de la tangente & la courbe au point P.

Conclusion.

La dérivée f'(x) d'une fonction f(x) est égale au coefficient angulaire de la tangente au graphique de f(x) au point
P d'abscisse x.

3.5 Application

On consideére la fonction f(x) = x*

A point 3.2, nous avons calculé la fonction dérivée de cette fonction vaut : f '(x) =2x

Vi
Que vaut le coefficient angulaire de la tangente au A
graphique de cette fonction aux points d'abscisses -1,

0,et1/2?

Calculer I'angle que fait chacune de ces tangentes

avec l'axe des x.

14

e |

Vérifier vos résultats sur le graphique ci-contre. ; 0
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L'observation du graphique précédent, nous montre que la tangente a une courbe est la droite qui approche le
mieux le graphe de la fonction. On pourrait encore mieux s'en rendre compte en utilisant un logiciel permettant
de tracer des fonctions et en effectuant un “zoom" autour du point de tangence.

Recherchons I'équation de la tangente au point B(0.5, 0.25) X f(x) g(x) | [f(x)-g(x)|
La pente de cette tangente vaut2 . 0.5 =1 0.3 0.09 0.05 |0.04
=>t=y-025=1(x-05)<y=x-025 0.35 0.1225 |0.1 |0.0225

0.4 0.16 0.15 10.01

Pour des valeurs de x "proches” de 0.5, la fonction g(x) = x —0.25estune {045 |0.2025 |0.2 |0.0025

bonne approximation de la fonction f(x). 0.48 10.2304 |0.23 |0.0004
Plus x est éloigné de 0.5, moins bonne est I'approximation. Le tableaude [g49 02401 |0.24 | 00001
valeurs ci-contre nous le prouve. 051 102601 1026 10.0001

0.52 10.2704 10.27 |0.0004

0.54 |0.2916 |0.29 |0.0016

3.6 Exercices.

1. Soit la fonction f(x) = Jx.
a) Que vaut la dérivée de cette fonction ?
b) Calculer la pente de la tangente au graphe de f(x) au point d'abscisse égal successivement a 1, 1/4 et 0
¢) Tracer le graphe de cette fonction en tenant compte des 3 tangentes envisagées (échelle : 1 = 4cm).

2. On consideére la fonction f(x) = x°.
a) Calculer la dérivée de cette fonction.
b) Que valent les pentes des tangentes aux points d'abscisse -1, -1/2, 0, 1/2, et 1 ?
¢) Tracer ces 5 tangentes et le graphique de f(x) en tenant compte de ces tangentes.

3. On consideére la fonction f(x) = %xz -x+ 1.

a) Calculer la dérivée de cette fonction.
b) Déterminer les équations des tangentes au graphe de cette fonction aux points d'abscisses -1,0, 1,2, 3.
¢) Tracer le graphique de f(x) et ces 5 tangentes.

4. Le mouvement d'un mobile en MRUA est décrit par la fonction position (= la "loi de I'espace™)
1 N . s
s(t) = > at’ + vt + 5o ou Vg est sa vitesse ent = 0 et 5o son abscisse a l'instant t = 0.

Déterminer les fonctions qui caractérisent la vitesse et I'accélération de ce mobile.(= les "lois de sa vitesse et
de son accélération")

3.7 Dérivabilité a gauche et a droite

Soitf:R—>R:x—f(x) aedomf

a) Une fonction est dite dérivable a gauche enassi lim W
< X

AX—0
limite porte le nom de nombre dérivée a gauche de f et se note fy' (a)
. f(a+Ax)-f
i F@+A0-f()
AX

existe et € R. Dans ce cas, cette

b) Une fonction est dite dérivable a droite en a ssi existe et € R. Dans ce cas, cette limite
Ax;0

porte le nom de nombre dérivé a droite de f et se note f4' (a)

c) f est dite dérivable en un point a ssi elle est dérivable a gauche et a droite et que fy' (a) = fy (a)

d) f est dérivable sur une partie A de R ssi elle est dérivable en tout point de cet ensemble.

3.8 Lien entre dérivabilité et continuité

Propriété : Soitf:R - Reta e R f est dérivable en a = f est continue en a.

En effet : f est dérivable ena < Iim—f () =f()
X—a

X—a

=f’ (a)existeet e R

Or, si X # a, nous avons : <> f(x) = @ (x —a) + f(a)
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= lim f(x) = lim [L:;(a)(x—a)ﬁ(a)] = Iimw lim(x—-a)+ lim f(@) =1’ (a). 0+ f(a) = f(a)

X—a X—a X X—a
carf’(a) e R
N.B. la réciproque de cette propriété est fausse. En effet, considérons la fonction f : R—R : f(x) = |x|

On montre aisément que cette fonction est continue en x = 0 mais n’est pas dérivable en x =0

4. Reégles de calcul des dérivées.

4.1 Dérivée d'une constante

Soitf(x) =c

Le graphe de cette fonction est une droite horizontale qui a pour tangente elle-méme. La pente de cette tangente
est donc constamment égale a 0. On peut donc prévoir que la dérivée de cette fonction sera la fonction nulle, ce
qui se vérifie aisément par le calcul:

Af=f(x+ AX) -f(x)=c-c=0= A_fzizo = lim A_f:()
AX  AX Ax—0 AX
conclusion :
| (=0

4.2 Dérivée de la fonction identique : f(x) = x

soit f(x) = x
Af = f(X + AX) - f(X) = (X + AX) - X = AX
y=lim &Y = im 22 jim1=1

AX—0 AX  Ax—>0 AX  Ax—>0
conclusion :

L k=1

4.3 Dérivée de k.f
Soit y = k.f(x)
yr= lim Y o jim KA =KIO) _ o FEEA=T0) i AT

Ax—0 AX  Ax—0 AX AX—0 AX Ax—0 AX
Conclusion :

[ kD'®=k.fx |

Exercices :
1. 3x)'= 2. 5x)' =

4.4 Dérivée de f #g

Soity = (f + 9)(x)

y'= tim &Y = fim AF+9) _ o FAOX+A) ([ +9)(X) _ o TX+AX) +9(x +Ax) — (F(x) +9(x)) _
Ax—0 AX  Ax—0 AX AX—0 AX AX—0 AX

lim 2749 _ iy (A—f+§)= tim 204 jim 29— fh g

Ax—0  AX AX—>0LAX  AX Ax—0 AX  Ax—0 AX

On procéde de méme pour (f - g) (x)
conclusion :

| (9 0=f (g’ |

Exercices :
(3x+5)'=
(7x-2)' =
(4-3x)'=
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4.5 Dérivée d'un produit : f.g

Soity = (f.g) (X)

Af = f (X + AX) — f(X) = f(X + AX) = f(X) + Af

De méme : Ag =g (X + AX) — g(X) = g(x + Ax) = g(x) + Ag

Ay =f(x + Ax) g(x + Ax) — f(x) g(x) = (f(x) + Af) (9(x) + Ag) — f(x).9(x)

= f(x).g(x) + Af.g(X) + f(X).Ag + Af.Ag — f(X).g(X) = Af.g(X) + f(X).Ag + Af.Ag

V() = lim AY - jim Af.g(x) +1(x). Ag + Af.Ag - lim M+ lim 1x). Ag T Af.Ag
Ax—0 AX  AX—0 AX Ax—0  AX Ax—0  AX Ax—0  AX

_ . Af . Ag . . AF , ,
= 9(x). Al)(ITO AX ). AI;TO AX +AI><ITO Ag AIXITO AX 900709 +1x) . g'6) + 0
Conclusion :

| .9 (0= (.90 +fx).9' () |
Exercices :

(2x-3).(1-5X) "=
((3-4x).(5x-2)) ' =

4.6 Dérivée de f"(x)
1. Dérivée d'un produit de plus de deux termes.

A partir de la formule précédente, nous obtenons facilement :

(f.g.h) ()=F"(x).9(x).h(x) +(x).g" (x). h(x) +f(x).a(x).h"(x)

deméme:(f.g.h.i)"(X) =

£7(¢) . 9(x) . h(x) . i)+ f(x) . g " (x) . h(x) . i(x) + f(x) . g(x) . h " (X) . i(x) + F(X) . g(X) . h(x) . i "(x)
2. Montronsque ¥ ne N:(f")(x)=nf"'(x) f' (x)

(pour alléger I'écriture, nous n'écrirons pas la variable)

Nous allons démontrer cette propriété "par récurrence” c. a d.

a) La propriété est vraie pour n =2 : eneffet: (f%)' = ff' +f' f=2ff’

N.B. : elle est aussi vérifiée pourn=0etn=1

b) Montrons que si la propriété est vraie pour n, elle I'est pour n + 1

Eneffet: (F"* ) '=(f".H'=EN ' . f+f" . f'=nf" L £ f+f" . f'=nf" £ +f" . f'=(n+1)f".f'

qui nous montre bien que la propriété est vérifiée pourn + 1

c) par a) et b), nous pouvons conclure que la propriété est vérifiée Vn e N

Cas particulier : v ne N:(x") ' =nx
3. Nous allons maintenant étendre cette formule au cas ou n € Z.

n-1

soitz € Z~ (entier négatif) etn e Ntelquen=-z
f".f " =1 (fonction constante 1) : nous allégerons a nouveau l'écriture en supprimant la variable x
S@E"EFN) =1l e\ E)+EEN) = 0n " E)+E" ") =0
St"E") =-nf" M f s @FE ") =-nf" I E e (fF ")y =-nf "t
o (fr) =zt
Cas particulier :
VzeZ:(x?)'=zx*?

4. De méme, nous pourrons également généraliser cette formule au cas ou I'exposant est fractionnaire.

z e Z,neN. Soity = (f(x))*" pour alléger I'écriture, nous noterons : y = f 2"
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z
Z(n
c>y”:f2:>(y”)’:(fz)':>ny”'1y':zfz'1f'(carn,zeZ):>nf”(n )y’:zfz'lf’

21242 L]

nfr=Zofn g
n

Conclusion :

vaeQ:(f) (9=af () f/()
(x ' =ax

Cas particulier : (,/f(x))’

. " ER T Lo T'(x)
en effet : (,/f(x)) ((f(x))zj _E(f(x)) 2f/(x) = 2 i0

Conclusion :

’

(VFea) _ )

2/T(x)

et en particulier :

' 1
(&) PN
Exercices :(Avec solutions finales parfois)
1. (3= ,
2. (5%’ = 15,[ 4 ) -_ 12
3. (X +x) = “4-x°)  (4-%*
4. (5x*+3x-2)'= "3
5. (7X°-3x +3x) " = 16. (x/x) = 2V
6. ((1-3x)%'= '
7. (2¢-30) = 17 (Ea/;) __ 1
8. (5(3x 2)? )'— 4 203/x*
9. ((3x* 2x) (x 6))’-21x -80x° +12 ,
10. (4 (3x° - 2x%)) ' =8 (9%° — 2) 18 [ 1] _ 1
! "V x 3[4
1 (1) :—_21 ’3 X
X 19 (64 x3) -9
5 15 ' 24/x
(X_sj :X_ 20. ((3x - 5)% (1 - 2x))'= (3 - 5) (16 - 18x)
21.((2x+3)}(3-2x))) =
13. (J&) = (2x +3) (3 - 2x) (6 - 20x)
1 5
14. ( _sj =

4.7 Dérivée de 1/f
soity=1(x) =y =Yy =-f2f =_F
f f2

conclusion :

’

(%) (x) = ;le((:))

et en particulier :
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4.8 Dérivée d'un quotient : f/g

soity=f =y =(f. Ly =f'1 +f( ) =ttt =9 _ro-tg
g g g g g? g2
Conclusion :

£ ]'(X)_f 09909 ~169.9'09
g 0% ()

Exercices : (avec solutions finales)

1 (3X—2j’:i . ( o j 16 ~10x+6
4x 2x2 R ( 3)
’ 2 ’
2 [2x-1 :w _34x lOX +36x+1
1-x2 (1-x2)? 7.
, (1-2x2%)3 (1-2x2)*
5 30x
3. -7
357 “eray 5. (ot “X)j _a-496-20)
! 2 @2x+3)° (2x+3)
4x? —1) _12x° —-16x+3 ,
4. (3X2J _W 9 (2(1 3X)j _4(3x-8)
’ 2 (4+2x)2 (4+2x)°
5 ( 8x—3 )_M
C\Uax? Z3xil) (@x?—3x+1)?

4.9 Dérivée de la composée de 2 fonctions.
Certaines fonctions peuvent s'écrire comme la composée de deux /Qx /fw
autres. g (f (x))= (g f) (x) X 9(x) 9(x))

Exemples :

1. g(x) = (8x-2)%estlacomposéedef:R >R x—f(x)=3x-2
avec la fonctiong R — R : x — g(x) = X*

2. g(x) =/5x = m avec f (xX) = 5x

3. g(x) =sin 2x = sin f(x) avec f (x) =2x
On peut montrer pour 2 fonctions dérivables fet g :
| @0 (0=0'(f) . F'(x) |

qui peut s'écrire en notation différentielle:

dg _dg df
dx df dx
Aef) . gef(xt M) —gof(9) | g(f(x+ Ax) -g(F(x) _
AX AX—0 AX Ax—0 AX
O ) —g(f() Fx+A0—F00 _ | 90 ax) —g(f) o FOxrA)—F(0)
-0 f(x+Ax)—f(x) AX -0 f(x+Ax)—f(x) AX—0 AX
jim 9AC+AN -9 () (.
Ax—0 Af

Eneffet: (gof) ' (x) = AI)ETO

9(f(x) + Af) —g(f(x))
Af

Lorsque AX > 0:Af >0 =(gof)'(X) = AIfim0 T )=9"'(f(x)).T'(X)
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Application :
1. ((3x-2)%)'=2(3x-2)3=6(3x-2)

2. (\/5) = 25&

4.10 Dérivées des fonctions trigopnométriques.

4.10.1 Calcul de |jm SN

x—=>0 X

. sinx )
Calculons les valeurs du quotient —— lorsque x prend des valeurs de plus en plus proches de zéro.
X

X (en radians) | sinx

X
1 0.841471 . . .y -
0.1 0.9983342 Numériquement nous vérifions aisément la valeur de cette limite.
0.01 0.9999833
0.001 0.9999998

Remarque : si X est exprimé en degrés, le quotient ne tend pas vers 1. En effet, recalculons les valeurs du tableau

précédent pour X exprimé en degreés.

x (en degrés) sin x

X
1 0.0174524
0.1 0.0174533
0.01 0.0174533
0.001 0.0174533

Nous retrouvons ce résultat en nous rappelant : 360° = 2 « radians < 1° = % radians = 0,0174533.. radians.
2% _ T _ 0174533,
360 180

Dans la suite, I'angle x sera toujours supposé exprimé en radians, en particulier pour le calcul des dérivées des
fonctions trigonométriques.

Ce qui nous donne lorsque x est exprimé en degrés : Jim SN X _0,0174533 =

x—0

Remarque :
On peut également considérer des valeurs de x négatives et obtenir le méme résultat car sit = - x alors :
sint _sin(—=x) _sinx . S i i
= (=x) = car sinus est une fonction impaire et donc : |im sint _ lim 3MX _1
t —-X X 150 x>0

D'un point de vue géométrique.

Considérons le cercle trigonométrique C(0, 1)
graphiquement, si x est proche de 0 mais positif, nous observons :
PP'<arc Pl <P"l & sinx<x<tgXx
. X 1 sin x
orsinx>0=1< —«< 1> > Cos X
sinXx  COSX X
) _sinx __sinx __sinx
= liml1>lim——>limcosx< 1> lim— >1 & lim——=1
x—0 x—0 x—0 x—0 X x—0 X O
De méme, si x est proche de 0 mais négatif, nous avons :
sin X > X > tg X
. X 1 sin X
orsinx<0=1< —x< S1> > C0S X
sinXx  cosX X
. _sinx . sinx __sinx . __sinx
= liml>lim——2>Ilimcosx< 12> lim— >1< lim——=1 Et finalement : lim——=1
< < X < < X < X—)O X
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0
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. . . sinx . .
A partir de ce développement, on peut retrouver la valeur de lim —— lorsque x est exprimé en degrés.
x>0 X

2
En effet lorsque x > 0 : sin x < X tg x
360

. . . sinx _ 2mX
En poursuivant comme ci-dessus , on trouve : lim ——= —— = 0,017
xo30 360
) . . sinx _ 2mX
On peut procéder de méme lorsque x < 0 et nous avons alors : lim—— = —— = 0.017
x—=>0 X 360

4.10.2 Dérivees des fonctions trigonometriques.

AX
A cos(X + AX) — cos X 2sin(x+ " sm7
L (cosx)'= fim =¥ = lim = lim
Ax—0 AX AX—0 AX AX—0 AX
(par la formule de Simpson : cos p - cos q = -2 sin =3 sin £3)
sin sin AX i
- - __sinx
=- lim sin(x+&j. lim 2 _-sinX. |im 2 _-sinx(car lim——=1)
Ax—0 2 Ax—0  AX AX g AX x=0 X
2 2 2

En appliquant la formule de la dérivée de la composée de deux fonctions :
(cos f(x)) ' = (cos)' (f(x)) . ' (x) =-f'(x) . sin f(x)

2. (SinX)':(cos(%—xD :-sin(g—xj.(g— ),:-sin[g— )_(—1):COSX

En appliquant la formule de la dérivée de la composée de deux fonctions :
(sin f(x)) ' = (sin)' (f(x)) . ' (x) = f' (x) . cos f(x)

’

3. (tgx)’ :(sin x) — (sinx)’ cos x —sin x(cos x) _ cosx €0s X —sin X (—sin x) _ cos? x +sin? x _ 1
COS X cos? x cos? x cos? x cos? x
fr(x
et (tg ()" = (tg) ({(x) . F* (x) = — -0
cos” f(x)
4. (cotg X),:(cosxj’ — (cosx)’sinx—cosx (sinX)’  —sinXsin X —COSX COSX) —sin? x—cos? x -1
sin x sin? x B sin? x B sin? x sin? x
et (cotg f(x)) " = (cotg)’ (F(¥) . £ (x) = — )
sin” f(x)
5. Remarque :
(tgx) "= 12 =1+1g°x (tg f(x)) =" (x). (1 +tg* f(x))
€0os“ X
(cotgX)'=——1_=-1-cotg?x (cotg f(x)) '= - ' (x) . (1 + cotg % f(x))
sin® x
6. Application :

a) Calculer les dérivées des fonctions sinus et cosinus pour x successivement égal & 0, /2, =, 3n/2, 2m.
Vérifier graphiquement le résultat obtenu.
b) Méme question pour la fonction tangente pour x successivement égal a 0, n/4 , n/2 , 3n/4 ...

4.11 Exercices : (et solutions finales)

1. (cos®x) ' = -3cos’ x sin x 1 )\ _3sinx
2. (x.sinx) '=sin x + x cos x 7 (0053 Xj " cost x
. Zx)'=-1 [ :
j ((s?ncgf() X): ’ COSOZ)C(OS xsinx 8. (2x cos 5x) ' = 2 cos 5x - 10x sin 5x
5. (5cos3x)’ =-15sin3x 9. (sinx. Vax )’ = XX+ 25X
. Jax

6. (tgBx+m2)'= — >

cos® (5x+1/2)
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5. Exercices de synthese.

5.1 Calculs de dérivées

1. ((x3 ) =12(x° - 4)* x

> {\/L;(J \/(ixx)
(-

3. } X
V1-x?
4. (-7sin®2x)’ = - 42 sin? 2x cos 2x
( X j _-1-7x2
x2-0*)  (x*-1°
6. ((1+1tg3x)%) =9 (1+tg3x)*(1+tg?3x)
(3x+4)3 _ 135(3x+4)
6x—7 (6x—7)*
( 2x+3 J _18-12x
8.
\/4x +9 (4x +9)3
9. (3x +5j 2X
R (x +5)2
10. (m} 100035x
S|n5x
() -2
2J(3x-2)%
12[ 1 J_ —40
8x-7)%) (Bx-7)°

13.((6x-7)° (8x% + 9)%) " = 2 (6x - 7)? (8X* + 9)
(168x° - 112x + 81)

14. ((2x* - 3x + 1) (3x + 2)*) ' =(3x + 2)® (36X° -

37x + 6)
15. (ﬂ):#
1-sin4x 1-sin4x

5.2 Tangentes.

1. Soitf(x) = v4x+1 Déterminer I'équation de la tangente au graphe de cette fonction en son point d'abscisse
x = 2. Vérifier graphiquement votre résultat.

x2 —2x

2. f(x) =

3
x*—1)7] _6(x* —1)%(x* +1)
o[ e

X

8x°

) 3/(8x3 +27)2

_ X—=sinxcosx
x2 cos? x

5 J oy
x5 —32)  44fx5-32)°

x5

tg 3xj _ 6x(1+1tg? 3x) —tg 3x
2x/x

’ _ (3x+1)(9x—31)

J@2x-5)3

(x+1)2 (4x% +x+6)

23. [ (x+1)® x2+2j =

VX% +2

|
(
(
( ,
zo{xz—4x+3j _x2+4x-9
(
(
(
|
|

Jl—xj _ 3x-4
2x3J1-x
26. ((x sin x)®) " = 3(x sin x)? (sin X + X cos X)
27((x+1)3] _ (@x-1)(x+1)?
3x 3x?

sol :y= 2x+3

a) Déterminer I'équation de la tangente au graphe de cette fonction en ses points

d'abscisse 1 et 0.5. Vérifier votre résultat a I'aide de la calculatrice
b) Déterminer I'équation de la tangente a ce graphe ayant une pente égale a -2

3 - _x_1
T4 ety 3 3

b) ti=y =

-2xety=-2x-12
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2X+3

3. f(x)= a) Déterminer I'équation de la tangente au graphe de cette fonction en son point

2x -1
d'abscisse — 1
b) Déterminer I'équation de la tangente a ce graphe ayant une pente égale a — 2
sol:a)y=-3x- 4 byt;=y+2x-6=0 et tb=y+2x+2=0
5.3 Exercices généraux 01
1. Démontrer que la dérivée d'une fonction paire est une y
fonction impaire. 4

2. Démontrer que la dérivée d'une fonction impaire est une
fonction paire.

3. Dans le graphique ci-contre, la droite t est la tangente au 37
graphe de f en son point A d'abscisse 3. 1
a) A partir de ce graphique, évaluer la valeur de la dérivée 2
de la fonction f en x =3. ]
b) Déterminer I'équation cette tangente t A

AR

X
I 1 I | I 1 | ] X I ] 1 I "\
3 -2 10 1\2/ 3 4 !

_1 -
f 1o t
_
4. Calculer la dérivée d'ordre p de la fonction f : A — R sachant que :
a) f(x) = 3x*- 43-x* +1 b) f(x) = x" ¢) f(x) = 1
X
d) f(x) = = e) f(x) = L f) f(x) = V1-x
x" 1-x

5. Soit f(x) = 2x*- 4x® — x*+ 6x — 15
2 3 4 5
. _ X £ X" o X X @ X )
Calculer : g(x) = f(0) + M f'(0)+ o f" )+ > f"(0)+ o f¥(0) + o f20)+....

6. Déterminer les racines et étudier le signe des fonctions dérivées des fonctions suivantes.
En déduire un graphe approximatif de ces fonctions dérivées.

_'2 WO \Il/ éx
10 ™~ 3 -1t

2
1
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al al
at at
24+ 24 i
+H )
-6 -4 -2 0 ~=" 1 6 x -4 20 2 4 | 6
ol ol
f3 s

6. Résumé des formules de dérivation.

6.1 Fonctions de base.
x'=1 k’'=0

6.2 Dérivées et opérations algébriques.
(kf(x)) " =kf " (x)

o)) =f'(x)£g'(x)
(f.9) '(x) =" (x).9(x)+ f(x).g '(x)
(%) (x) = — ) et f(x) 0

(f(9)?

f f'(x)-9(x) —f(x).9'(x)

- = t 0
(5] - T 1L etg00) #

S| Tf(x)
(&) = X0 (,/f(x)) =210 f(x) > 0
x")'=nx"" neR, x=z0 F"Y)=n{Fx)"f'x) neR, f(x)=0
6.3 Dérivées et composition.
(9of) '(x) = g'(f(x)).f'(x)
6.4 Dérivées des fonctions trigopnométriques.
(sin x)’ = cos X (sin f(x))" = f'(x).cos f(x)
(cos x)' = - sin x (cos f(x))' = - f '(x). sin f(x)
(g =1+1g7x=—> (g 109) =100, (14197 ) = — 0
C0s“ X cos” f(x)
(cotgx)' =-1-cotg? x =-— (cotg f(x))’ = -F'(x). (L + cotg ? f(x)) = .f;(X)
sin” X sin“ f(x)
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