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1. Le premier degreé.

1.1 Equationmx+p=0(m, p [JR)

e mz0=>x=-£ Sol. unique :S ={£}
m m
e M=0=0x=-p ap=B0x=0 I'eéq. estindéterminée : S=R
b) p£0= 0x =-p I'éq. est impossible : S

1.2 La fonction f(x) = mx + p

Une fonction f: R- R:x - f(X)=y=mx+p

* a pour graphe une droite de pente (ou coefficiagtiaire) m

f est croissante si ;a0 et décroissante si f10
En repere orthonormé, m est la tangente de I'dogieé par

la droite et la partie positive de |'axe des x= mana

(-3

(*89))
,o)a/ .

» admet pour racine x =4r%(si m# 0) : la droite coupe I'axe Ox au pointr%g—O)

» coupe I'axe Oy au point (0, p) ; p est appelé ondena |'origine.

Cas patrticulier:
simz0etp=0:f(x) =mx (exemple : f(xPx)

Il s'agit alors une fonction linéaire qui admet pracine x =0

Son graphe passe par l'origine.

Remarques:
Sim=0: on a alors une fonction de degré 0

sim=0etp0 :f(x)=p (exemple: f(x) = 3)

Nous avons une fonction constante qui n’'admet pasacdnes.

Elle est a la fois croissante et décroissantepeste est nulle.

e sim=0etp=0 : f(x)=0
Il s’agit alors de la fonction constante nulle ,pate nulle
gui admet une infinité de racines.

Son graphe est I'axe Ox

(0.3)




1.3 Signe du binbme mx + p

(M L/Ro)

Le binbme mx + p est du signe de m au-dela declaea(—;%) et du signe contraire de

m avant la racine.

il

mx + p‘ signe contraire de m

2. Radicaux et exposants.

DadR;, OmOZ OpONo\L}:

Oa, bOR; Om, pUQ
. =g (@ '= "

= a) _d"
PRt ) =

signe de m

(aby'=4d".p"

=1 (@l Ry

3. Les produits remarquables - factorisation

Les formules suivantes sont a utiliser de gauath®ide pour factoriser ou de droite a

gauche pour effectuer selon les cas.

a@-b=(a-b) (a+h)
a’+ 2ab + B= (ax by
a-b’=(a-b) @&+ ab+b)
a+b=(a+b) (& ab +b)

a®+ 3db + 3a5 + b’ = (a+ b)’

Ainsi que la formule de factorisation du trinbmesiéicond degré :

a¢+bx+c = a(x-y(x-x) sip>0

a(x-x%? sip=0



4. Le second degré.

4.1 Equation du second degré a une inconnue.

a¢+bx+c=0 a, b, R az0 p =f - 4ac : le réalisant
« p>0= 2racines réelles 15:4)—;;;@
* p=0= lracine double réelle x xzzé—zl

* p < 0= pas de racine réelle.

Lorsque I'équation a des racines, leur somméabﬁt:teur produit P =§1

4.2 La fonction du second degré.

Le graphe d'une fonction du second degré f(x)=tdxx + ¢ a, b, & R az0

» admet toujours pour axe de symétrie la droite% =

e aun extrémum de coordonné%, ] ('2—2)) = (é—t;, jg

Sia > 0, la parabole a un minimum Si a <0, la parabole a un maximum.

Sip <0, elle ne coupe pas l'axe des x

Y 0

Sip =0, elle est tangente a I'axe des x

[\ 7

Sip > 0, elle coupe I'axe des x erex % solutions de '‘équation axbx + ¢ = 0

T\\/ T/\
7\




4.3 Signe du trinbme du second degreé.

Le trinéme du second degré*axbx +

c est toujours du signe de a sauf en sasa®

(lorsqu’elles existent) ou il s’annule et entre sEsnes ou il est du signe contraire

de a.

p>0
X ‘ X1

X2

ax2+bx+c‘ signe de a 0

p=0
X ‘ X1= Xo

S. contr de a 0 signe de a

ax2+bx+c‘ signe de a 0

p<0
<

ax +bx +c | signe de a

signe de a

5. Progressions arithmétiques et géométriques.

Progressions arithmétigues :

Terme général y =t + (n-1)r

n
ty +t
Somme des termes Zti = % n
i=1

Progressions géométrigues :

Terme général ,t=t, . '

n
Somme des termes :Z:ti = tll_q
i=1 1-q



6. PolynGmes

n .
P(X) = ax" + g X"+ ...+ @ + ax + & = Yax (a# 0) : un polyndme de degré n.

i=0

&, a1, -8, &, dsont les coefficients du polyndme; eat son terme indépendant.

Division Euclidienne

Diviser un polynéme P(x) (dividende) de degré m ypapolyndme D(x) (diviseur)

de degré m (tel que gn), c'est déterminer un polynéme Q(x) de degrén -

(quotient) et un polynéme R(x) de degré < m tels B(x) = D(x) . Q(X) + R(X)

Exemple : 3¢ -2¢ +0xX +0x -3 % - 2X

Soit a diviser le polynéme
p(x) = 3X - 2x° - 3 par X - 2x A2+ 0¥
A +8X%

+8X + Ox

=3¢ -2¢-3 = -8¢ + 16X
(X2 - 2x) . (3% +4x + 8) + (16 X - 3)

+16x -3

Propriété Le reste de la division d'un polynéme p(x) paraxvaut p(a)
=p(x) est divisible par (x —a) ssip(a) =0
Et donc : X' - d" est toujours divisible par x - a

x™ - d" est divisible par x + a si m est pair

x™ + d" n'est jamais divisible par x - a

x™ + d" est divisible par x + a si m est impair

Cas particulier : division d'un polynéme par (x - a) : Tableau de Horner

33X +6x8 3% +4x + 8

Exemple Soit a diviser 3 0 2 0 2 3

p(x) =3%-2+2x-3parx+2=x-(-2) -2 -6 12 -20 40, -84
3 -6 10 -20 42| -87

= 3C-2C+2-3= Coefficients du quotient | Reste

(x + 2) (3% - 65¢ + 10X - 20x + 42) - 87




7. Equations de la droite (dans le plan).

dO(x,,y) etdepenterm>d=y-y;=m (X - %)
d UA(X1, y1) et B .y2)
AX X2 -X1

* X1 =X = m n'existe pas et d // axe des ordonnéesx e x;
* yi=¥, = m=0etd// axe des abscisses:\d=y;

e (X1ZX) =

dEax+by+c=G:>pente=m=§- (si bz0)

d=ax+Dby+c =0 pente=m' :%.' (sib'£0)

d//d = m=m'®§.:§(si a', b Ry) did' - mz-%(ou aa'+bb'=0)
8. Milieu, longueur

A(a, a) B (b, by) mil de [AB] : P35, 2302)

dist (A, B) = |AB| =/AX% + Ay? =+[(b; -a)” + (0; - &)’

9. Systemes de 2 équations a 2 inconnues

9.1 Méthode générale : la substitution

A partir d'une des équations, on exprime une ingeren fonction de l'autre et on la

remplace dans la seconde équation.

9.2 Cas particulier : Systéme de 2 équations du 1*" degré a 2 inconnues

1) Méthode des combinaisons linéaires.

X ax+by=c .
2)Systeme de Crame+ A'x+oy=c' a,b,c,a,b, R
ab cb a c , . . .
D= a’ b" Dy = o b" Dy = a c (Déterminants associés au systeme)

a) D# 0= Syst. a sol. unique : S{:(% %“)}

b) D=0 et Q et O, = 0= systeme indéterminé : infinité de solutions.
c) D =0 et (R ou DO, 20) = systéme impossible : S[=
Cette méthode est facilement généralisable a uarags3x 3



10. Trigonométrie.

1. Interprétation graphique des nombres trigonométes
Sia # (2k + 1) 90° (kJ 2):

sina ) 1 LY cota
tana = et at =
cosa cosa
a # k180° (kDZ) sina o | tana
cosa 1 X
cosa , 1
cota =— et cosac=———
sina sina

2. Formule fondamentale et ses formules dérivées.

1

cofa+sifa=1 1+taho =—— 1+cofa=.i
co< a sirf a

3. Angles associés

Par les figures ci-dessous, on détermine aisérasmelations du tableau suivant :

Q
ya B, 2 &
/ a a

Ps

Py

Py

Qs Qs

P,, P, et B permettent de situer les angles 186°,-180° +a et 360° -a [} a

Q1. Q2 5, et Q permettent de situer les angles 965 90° +a, 270° -a et 270° +a

o+pB=90° |a+B=180° |B-a=x180°|a+p=k360°|B—-a=90°
B=90°-a B=180°-a |[B=%180°+a B =k360°a |B=90°+a
sinB=cosa |sinB=sina |sinf=-sina |sinf3=-sina |sin3 = cosa
cosf3 =sina |cosf =-cosa |cosP =-cosa |[cosf3 =cosa |cosP = - sina
tanf3 = cota [tan =-tana |[tanf =tana |tanf =-tana [tanf} = - cota
angles compl| angles suppl angles anti-angles angles anti -
suppl. OppPOSES. compl.




4. Valeurs.particulieres

sina |cosa |tana
0° 0 1 0
30° |1 A3 |43

2 2 3
45° |42 {2 |1

2 2
60° |43 |1 NE

2 2
90° |1 0 /

5. Relations dans les triangles

a+pB+y=180C

a) Dans les triangles rectangles.

d=0+c

b =a cog/=asinf =c tanp

B+y=90°

c =acof = asiny = b tany

Dans un triangle rectangle, un c6té de l'anglet ésiiégal au produit de

1. I'hypoténuse par le cosinus de l'angle aigu adjecer coté.

2. I'nypoténuse par le sinus de I'angle opposeé atée cb

3. l'autre coté de I'angle droit par la tangentealegle opposeé au premier coté.

b) Dans les triangles quelconques.

) . a
* Relations aux sinus-

sina

Relations de Pythagore généralisées

& =0t +c&-2bc coxx
b’=d& + & -2 ac co$
=& + b -2abcoy

“sinBsiny




6. Formules d’addition.

sin(atb)=sinacoshtcosasinb

cos(atb)=cosacoshk sinasinb

tan (a =b) =tan axtanb
~ 7 1Ftanatanb

7. formules de duplication.

sin2a=2sin acos a
cos 2a = cdsa —sifd a

_ 2tan a
tan2a=—_2_

8.Formules dérivées des formules de duplicationfdomules de Carnot).

1 + cos 2a = 2césa

9. Formules en fonction de t%n

si a£180°+k360° (k1 2)
a
2tan§

_ 1-tarf2
sina=— 2 cosa=— 2
1+tar"f%1 1+tar‘?%1

10. Formules de Simpson.

sinp +sinq=2 siB;Jcos%q

sinp-sing=2 co%;'—qsinj%1
R T PN

COs p + cos q = 2 cd57 cost

cosp-cosq=-2 s%:—qsin}%'
sin(pxq)

tan p+ tan q =__ D GOS q

1-cos2a=2¢gim

2tan?
tana=——<
1- tar‘?%‘

11. Formules inverses (ou formules de linéarisation

2sinacosb=sin(a+b)+sin(a-Dhb)
2cosacosb=cos(a+b)+cos(a-b)

-2sinasinb=cos (a+b)-cos(a-b)



12. Résolution d’équations trigonomeétriquésl] Z)

sinb=sinas b=a+Kk2tou b=m-a+k2at
cosb=cosa= b=ta+kat

tanb=tana- b=a+ krt C.E.: b¢g+kn¢a
13. Fonctions cyclométriques.

y = arcsin x- siny =xet 5<y<

=N

Y = arccos X< Cosyzxet@ys

=

y = arctan x- tany = x et 5 <y <z
y=arcotxe coty=xet0<ydt

11. Géométrie plane : quelques éléments fondamentaux.

11.1 Droites remarquables

11.1.1 Médiatrice d'un segment

Définition : m est la médiatrice de [A,B} m O AB et mUle milieu de [A,B]
Propriété m est la médiatrice de [A,B} 0P m: |PA| = |PB|

Tout point de la médiatrice d’un segment est sitégale distance des extrémités de

ce segment et réciproquement

11.1.2 Bissectrice d’'un angle

Définition : La bissectrice d’un anglaBCest une droite BD (I angle ABC) telle
gue I'angle formé par les demi-droites [BA et [BBitségal a I'angle formé par les
demi-droites [BD et [BC

Propriété& BD est la bissectrice deBC - OPOBD: d(P, AB) =d(P, AC)

Tout point de la bissectrice d'un angle est sitégale distance des cotés de cet angle

et réciproquement.

10



11.1.3 Médiane d’'un triangle

Définition : une médiane d’un triangle est une droite comgmenn sommet d’un

triangle et le milieu du coté opposé a celui-ci

11.1.4 Hauteur d’un triangle

Définition : une hauteur d’un triangle est une droite comgménn sommet de ce

triangle et perpendiculaire au coté opposé a @tlui-

11.2 Points remarquables d’'un triangle.

» Le centre du cercle circonscatun triangle est le point d'intersection des

meédiatrices de celui-ci.

» Le centre du cercle insc@atun triangle est le point d'intersection desduBges

de celui-ci.

» Le centre de gravitd'un triangle est le point d'intersection des raéds. Il est

situé aux deux tiers de chaque médiane a parsodunet.
» L'orthocentreest le point d'intersection des hauteurs.

e Un centre d'un cercle ex-inscatun triangle est l'intersection d'une bissectrice

intérieure d'un des angles du triangle avec lesebisces extérieures des deux

autres angles. (Il y a donc trois cercles ex-itsarun triangle)

11.3 Théoreme de Pythagore

Dans un triangle rectangle, le carré de I'hypotéragmle la Il 2 /

somme des carrés des cotés de l'angle droit. 2 /

a2:b2+(;2 t:2

11



11.4 Théoreme de Thaleés

Des droites paralléles déterminent sur deux drfites des segments homologues
de longueurs proportionnelles.

On peut traduire le théoréme de Thales de deuxaremi

En nous référant au graphique ci-contre Y. 5 N /

nous avons % : i

Qui exprime que le rapport des \\ \x

longueurs de deux segments de la droi_d' \\,‘\C' x{"

d est égal au rapport des longueurs de: » ‘l\ ‘\\ K
by I b

segments homologues de la droite d' d

b) AB = BC _ AD

A'B' B'C A'D'

gui exprime que le rapport de la longueur d'un sagrde d a la longueur de son
homologue sur d' est constant, quel que soit Ipleale segments homologues.

Réciproquementsi deux droites déterminent sur deux droitesraésades segments

homologues de longueurs proportionnelles, alossdeeites sont paralléles.

Application particuliere du théoreme de Thalées danfriangle(connue aussi sous le

nom de théoreme des milidux

Le segment de droite comprenant les milieux det@scd'un triangle est paralléle au

3*Mechté et en vaut la moitié.

12



11.5 Quelques aires et volumes usuels.

Longueur du cercle : &R
Aire du cercle TR?

Aire extérieure de la sphére &

Volume de la sphére%nR?’

Volume du cylindre R? H

Vol. du parallélépipéde :,s.Hauteur

Volume du cc‘)ne%nRZH

Vol. de la pyramide% S..se. Hauteur.

12. Géomeétrie de l'espace.

12.1 Parallélisme.

1. Critére de parallélisme d'une droite et un plane droite est parallele a un plan ssi

elle est paralléle a une droite de ce plan

2. Critere de parallélisme de deux plarideux plans sont paralléles ssi I'un d'eux

contient deux droites sécantes respectivementiplasah I'autre.

12.2 Orthogonalité

Définitions :

1. Deux droites sont orthogonales lorsque leurs paeallmenées par un point
guelcongue de I'espace sont perpendiculaires.

2. Une droite d et un plam sont orthogonaux lorsque la droite d est ortholgoaa
toute droite du plaa

3. Deux plans sont perpendiculaires ssi tout plangretigulaire a leur droite

d'intersection coupe ces plans selon deux droggzepdiculaires.

13



Critere d'orthogonalité d'une droite et d'un plan

Une condition nécessaire et suffisante pour quinoge soit perpendiculaire a un
plan est que la droite soit orthogonale a deuxtesaécantes de ce plan.

Critere d'orthogonalité de 2 plans

Une condition nécessaire et suffisante pour qu& giuns soient perpendiculaires est

gue I'un d'eux contienne une droite orthogonalalare.

12.3 Plan médiateur

Définition : Le plan médiateur d'un segment [AB] £8) est le plan perpendiculaire
a la droite AB passant par le milieu du segment][AB
Propriété: Dans l'espace, le plan médiateur d'un segméig Bsu des points

équidistants des extrémités de ce segment.

13. Géomeétrie analytique de I'espace
13.1 Equations de plans :

Un planttUA (a;, &, &) et a pour vecteurs directeur@, W, W) etv(vy, Vs, V3):

Equation vectorielle de:OF = OA+AP =OA + rtl + &

Equations paramétriques te Equation cartésienne e
X=ag+try+svy X—a U V1
y=a+rh+syw y—a W V2|=0
Z=atr+ sy Z—a U3z V3

13.2 Equations de droites :

Une droite dJA (&, &, &) et a pour vecteur directeufu,, W, W)

Equation vectorielle de dOF= OA+AP=0A+r U

X=ag t+try
Equations paramétriques dedy. =& + Ik,
Z=gtIk

Equations cartésiennesded :sjw, Lz 0 :xl;agzy "% _2°%
1

U Us

14



13.3 Vecteur normal a un plan.

nm=ax +by+cz+d=0= n(a, b, c) est orthogonalra
13.4 Plans paralleles et plans perpendiculaires.
nm=ax+by+cz+d=0 m=ax+by+cz+d =0
n//nt - OkOR:(a,b,c)=k (@, b, c)

side plusd =k .d"alorst=T1"

Tt < leurs vecteurs normaux sdnt- aa'+ bb'+cc'=0

13.5 Distance d'un point a un plan

T=ax + by +cz +d =0 et P, p)= d(P,m) = a5 +ab5-)2 : ipa -

13.6 Equation de la sphere

La sphére de centre C,(c,, &) etderayonr: S (x-c)’ + (Y- )’ + (z-@)°=r

14. Les coniques

S = sommet F =foyer d =directrice e = exceiéic

14.1 Le cercle

C((0,0),N)=xX*+y¥ ="

Cercle non centré & l'origine : C((a,b)=rlx - af+ (y - bf = r

x? +y? + ax + by + ¢ = 0 est |'équation d'un cercle §si Ef - 4c > 0

\/a2+ ¥ - 4c

Dans ce cas, il s'agit d'un cercle de centréfcg) derayonr = 5

15



14.2 L'ellipse

L'ellipse est le lieu géomeétrique des points dupglant la somme des distances a 2
points fixes (les foyers F et F') est une constésupérieure a la distance focale).

Ellipses centrées a l'origin@, b, I R))

2 2
E15g2-+%z:1 El O,b]
si a>b= axe focal=axedesx ?=x&-b 0/ >
_a’ ) a’
sommets : (-a,0) (a,0) (0,b) (O, -b) ( \( ) (a,0)
0,-
foyers : (c, 0) et (-c, 0) =§
2 2
E25§+b2:1 = 0.b)
Sia<b= axefocal=axedesy ‘sbf-& / (5.0
sommets : (-a,0) (a,0) (0,b) (0, -b) (-a.0 a,0)
foyers : (0, ¢) (0, -c) %: \
0,-b)
Ellipses non centrées a l'origine :
2
E, = (xa-lzr) . (ylc—)zs)2 -1 E3, %JK
si a>b= axefocal=y=s ('a”,S:K/ (a+r,s,
cc=-p e=2 (r,-b+s)
a
_ (- (y-sy_ E4 | (ro+s
E4 = a2 + b2 - 1
sia<b= axefocaEx =r (-atn, (a+r,s)
C2 = b2 = a2 e :% (r'_b_i_sj

Les sommets et foyers de ces ellipses s'obtienneggjbatant (r, s) aux coordonnées
respectives des sommets deol de &

Excentricité: (0<e<1) sieestproche de 0, l'ellipsepesthe du cercle.

si e se rapproche de 1, I'ellipse s'aplatit.

16



14.3 L'hyperbole

L'hyperbole est le lieu des points dont la diff@edes distances a 2 points fixes (les
foyers F et F') est une constante (strictementiedée a la distance focale).

Les courbes suivantes sont des hyperboles. H,

(a,b,gl]l?g) =+

0lb
Hlfgz—%ﬁl axe focal : axe des x (O46)

asymptotes : y 22x e =C _alo) \/ @lo) |
a a F(-c,0) F '(c,0)

sommets : (-a, 0) (a, 0)
foyers: (c, 0) (-c, 0)

(0,-b)
X2
-—2=1 axefocal : axe desy H,
a 1F'(0,c)
asymptotes : y = g X e=p ‘ =
sommets : (0,-b) (0, b) (_a’of (2.0)
foyers: (0,c) (O, -c)

S

HZE

Hyperboles non centrées a l'origine :
) VD

3= a2 b2 -
Les sommets et foyers s'obtiennent en ajoutant
(r, s) aux coordonnées de ceux de H

Asymptotes :y-s = g (x-r)

1 axe focal :y=s

(r,|s+b)

(-atr,s\|/(at},s

F(-c*r,s Filcrr,s
e=<
a
/ (F;]&B)
// \\
-9)° (x-1)?
H4E(ybz) '(az) =1 axe focal : x=r H,
Les sommets et foyers s'obtiennent en ajoutant AN F'(r,s+c)
(r, s) aux coordonnées de ceux de H D
Asymptotes :y -s % l—)(x -r) e =C (r-as (r+a,s
a b
/ (rls-b)
rF(r,s-c)

17



Excentricité: e > 1 Plus I'excentricité est grande, plus I'ngpke est "ouverte".

Hyperbole équilatére ses asymptotes sont perpendiculaiseb = a

14.4 La parabole

Une parabole est le lieu géométrique des pointgsia P1
egale distance d'un point fixe (le foyer F) et é'wnoite

(p/2,0)

fixe (la directrice d)

Les courbes dont les équations suivent sont debples :

X=-p/2

P, =y* = 2px axe focal : axe des abscisses.
=y=_P
S(0, 0) FE,O) d=x=-3
P,=x*=2py  axe focal : axe des ordonnées. 3

1(0,p/2)

S(0,00  F(O)  d=y=-5

y=-p/2

Paraboles non ramenées a l'origine

Py=(y-sf=2p(x-r) axefocal:y=s P,

S(r,s) F(r,s)  d=x=r-5 QT
P,= (x-r¥=2p(y-s) axefocal:x=r Py

S(r,s) F(r,s-'g) dsy=s g Ny e
N.B. les sommets et foyers ded® P, s'obtiennent en | "
additionnant (r, s) aux coordonnées des sommétyets

respectifs de fet B
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15. Limites : résumé des méthodes de calcul.

15.1 Cas d'indétermination

+oo 0
0.t oo +00-00 (OU-00+00) o
Etaussi: © 1° 00? o
15.2 Fonction de base
lim <=0 im<=o0 im>=+w et fim=-o
X - X x o +o00 X X - 0" X 0- X

15.3 Limite en un réel non isolé de I'adhérence du domaine de f

15.3.1 1*" cas : f est définie en a

lim f(x) = f(a) = festcontinue en a

—

15.3.2 2*™cas : f n'est pas définie en a
1. Une limite amenant un résultat du t%pér;t 0) est toujours égaletbo . Une

étude de signe du dénominateur permettra de détersiil s'agit de 4o ou de .

(Il arrivera fréquemment que la limite a gauche difiérente de la limite a droite.)

2. Dans un cas d'indétermination du t%pen factorise au maximum par (x - a) le

numérateur et le dénominateur et on simplifie.

On a alors : linf(x) = lim de la forme simplifiée ( qui donnera selon lesuas
X - a X - a

7 r . N .
nombre reel Ol, Ce qui Nous ramene au premier cas)

S'il s'agit d'expressions comportant des radicauxmultiplie auparavant numérateur

et dénominateur par le binbme conjugué, ou paledpesssion conjuguée.
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15.4 Limites en # w0

1. La limite d'un polynéme et o = la limite de son terme de plus haut degré en

2. La limite d'un quotient de 2 fonctions algébrigees « vaut la limite ent o du

o 173

guotient des termes de plus haute puissance . C ow B
+ oo

X o
3. La limite ent « d'une différence de 2 expressions (comportanttéettement des
radicaux) amenant une indétermination telle que-+o
Il suffit alors de tenir compte des termes de plagte puissance et dans certains
cas, il faudra auparavant multiplier numérateuwtégtominateur par le binéme
conjugué, ou par une expression conjugueée.

ex: lim (\/x*-3x+1+/x°-3)

X » oo

15.5 Limites de fonctions trigonométriques.

Pour calculer ce genre de limites, on est souvaeha a utiliser la propriété :

. Sin X o :
“moT: 1 (x exprimé en radians)
X —

15.6 Regle de I'Hospital.

+
si f, g dérivables sur | et si IinIandonne une indétermination du ty%eu%

x - ad(X)

alors Iimmz lim M

x > ad(X) x-ag'(x)
: - RN { 69 IR o N Q0 oo
si f, g dérivables sur Jagd et S'XIJTO g(X)amene une indétermination du ty(‘ﬁ)euioo

alors lim 1) = jy, LKX
X_,+oog(x) X_,+oog(x)

+
si f, g dérivables surd,a] et si  lim K&améne une indéterm. du ty%u£
% - -9(X) oo

09 _ o

alors Ilim m —;
- 609'(X)

w9
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16. Asymptotes

16.1 Asymptotes verticales.

f: R - R admet une asymptote verticaled = a j d=x=a

< alddom f mais al adh. dom f et

limf(x) U {- oo, +co} et/ou limf(x) U {- oo, + oo}

X-a X-a

Cette définition est illustrée par le graphe citcen [

(dans le cas représentim f(x) = + oo etlim f(x) = - «)

X-a X-a

16.2 Asymptotes horizontales.

f:-R-R

f admet une asymptote horizontale vers ladraitey =b < |lim f(xX)=b
X > +0o

f admet une asymptote horizontale vers la gaudbey =b = Ilim f(x) =b

X - -0

De nouveau, cette définition est illustrée pargieghes suivants

db=y=b d=y=D

N 4

Le schéma de gauche représente une asymptotertafeza gauche et celui de

droite, une asymptote horizontale a droite.

16.3 Asymptotes obliques.

f: R - R admet une asymptote oblique vers la gauche

d=y=ax+b f(x)
ax+b
- lim ®=3a et lim (f(x) -ax)=b
X —» -00 X - -0 X \

La définition est semblable pour une asymptotecoieli

vers la droite.

d=y=ax+b
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17. Dérivées

17.1 Définition

)= tim &= i 1@ -1@)_ ., 1) - 1@
AX—»OAX AX - 0 AX boa b-g

17.2 Interprétation géométrique

A

f' (a) représente le coefficient angulaire de la
tangente t au graphe de f au point (a, f(a))
f(a+Ax)

fa) Equation de la tangente y - f(a) = f' (a) (x - @)

17.3 Croissance, décroissance, extrema d’'une fonction

Une fonction f(x) est croissante en x =af’ (a) est positive

Une fonction f(x) est décroissante en x =&’ (a) est négative.

Une fonction f(x) atteint un extremum en (a, f(a&))f'(x) s’annule en a en changeant
de signe. Sif (x) passe du négatif au posif) atteint un minimum. Elle atteint un

maximum dans le cas contraire.

17.4 Sens de la concavité - Point d’inflexion

Une fonction f(x) tourne sa concavité vers les gififs en x = a= sa dérivée
seconde est positive en x = a

Une fonction f(x) tourne sa concavité vers les gatifs en x = a= sa deérivée
seconde est négative en x = a

Une fonction f(x) admet un point d’inflexion en (éa)) = f(x) s’annule en a en

changeant de signe.
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17.5 Points anguleux.

Un point du graphe d'une fonction estpgint angulewssi la dérivée a gauche de ce

point n'est pas égale a la dérivée a droite et'gue de ces dérivées au moins n'est

pas infinie.
17.6 Points de rebroussement

Un point du graphe d'une fonction estpgint derebroussemergsi la dérivée a

-----

infinies.

17.7 Dérivées et opérations algébriques.

(kf) " = kf'
(f+9)x)=f(x)+g'(X
(f.9) () = £ ().g(x)+ f(x).g (x)

O (fz )’)‘ et f(x) 20

£ _1(.000 - 0.6
(gj @Ry et g(x)#0

17.8 Dérivées et composition /Dérivée de la réciproque.

(fog)'(x) = f'(9(x)). (X) () )_m

17.9 Dérivées de fonctions particuliéres.
(x)'=1 k)'=0

' (X))
(R =55 *0 (TG) =5 s 109> 0
x")'=nx"" nORy, x#O ™Y =n(fx))*f'(x) nORy f(x)20
(sin X) = cos X (sin f(x))= f'(x).cos f(x)
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(cos x) =-sin X

(tan x) = 1 + taf x =col§x

(cot x) =—1—co:fx=$_%—x
(arcsin x) =ﬁ (-1<x<1)
(arccos ﬁzﬁ (-1<x<1)
(arctan x)=%c7

(arccot x)' = ﬁ
(€) =¢

@) =dIna
(Inxy =% (x > 0)

1
x.In a

(loga x)" = (x>0)

N.B. : Les formules de dérivation des fonctiongdrnométriques ne sont applicables

(cos f(x))= - f (). sin f(x)

(tan f(x)) = f'(x). (1 + tai f(x)) =£2;—((XL)

@mﬂmyziuya+c&fa»=;#%%
mmwﬁ@Wrz%%%7(4<ﬂm<1)

(arccos f(x))z% (-1<f(x)<1)

(arctan f(x)) = HJI(]‘K(XL))Z
(arccot f(x))' = HJI(;_((XL))Z

€y =1 (x) €%

@y = f'(x).d¥Ina

(n 100 =5 (10 > 0)

(logf(x))’ = &)

f).Ina  (9>0)

gue lorsque la variable x est exprimée en radians.

18. Primitives

Définition : si F ' (x) = f(x) alors F(x) est une primitive f(x) = F(x) est une

intégrale indéfinie de f(x) dx
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18.1 Primitives immédiates

J0.dx=C fadx=ax+C

n+1

fx”dx:nx_l_1+C 0n0RY-1}

J%dlen|x|+C=In(C|x|),C'DRg
fedx=e+C fddx=2+cC
In a

Jcosxdx=sinx+C Jsinxdx=-cosx+C

r

J Cngdx:tanx+C=f(1+tar’|x)dx

r~

m—lxdx=—cotx+c=f(1+cofx)dx

mdx:arcsinx+C:-arccosx4C

r~

1—ixzdx=arctanx+c=—arcotx+’c

J

18.2 Méthodes de calcul.

1. Par décomposition:

J(mf(x) + p g(x)) dx = nf f(x) dx + pf g(x) dx oum, IR
2. Par substitution ( changement de variable)

ST dx=[fg®) g(® dt out=g(x)

3. Par patrties.

Jf(x) g'(x) dx = f(x)g(x) </ f'(x) g(x) dx
4. Par décomposition en sommes de fractions ragi@msimples.




19. Integrales définies.

Définition :

b

jf(x) dx est appelée intégrale définie de la foncfiemtre les bornes a et b.
b

Nous avons jf(x) dx = F(b) — F(a) ou F(x) est une primitive dg)f

19.1 Calcul d'aires par les intégrales définies

La surface ci-contre limitée par I'axe des x, lgphye de la

fonction f et les droites d'équation x = a et x peut étre

calculée par intégration.

a x xtdxb Si f continue sur [a , b]

F une primitive de f (c.-a-d.' Ex) = f(x))

dA = élément d'aire = f(x) dx alors :
A =J"dA =" f(x) dx =[F(x)]. = F(b) - F(a)

mais sif” f(x) dx< 0

alors A = - /* f(x) dx =[F(x)],= F(a) - F(b)

19.2 Calcul de volumes de révolution par les intégrales définies.

[ — Le volume engendré par la rotation autour de lleex d'une

surface limitée par I'axe des x, le graphe dddstroites

d'équation x =a ety = b vaut :

V =f"dV ot dV =mtf ¥(x) dx: élément de volume

=V = ["1f?(x) dx

26



19.3 Calcul de la longueur d'un arc.

B

La longueur d'une courbe d'équation y = f(x) pexg é

A obtenue par :

L(courbe AB) =T 1+(f'(x))?dx

a

19.4 Travalil d'une force.

Une force varie de fagon continue le long d'uneteraSoit x la distance du point
d'application de la force a un point fixe de laidrgpris comme origine. La force au

point X est donnée par la fonction F(x). Le trae#fiectue, lorsque le point

b
d'application de cette force se déplace de x % & &, est obtenu par : w F~(x) dx

20. Exponentielles et logarithmes

(On trouvera les graphes de ces fonctions au Egyhgr21)

exp: R - R:x - exp(x) =d (fonction exponentielle de base a:a>0%th
loga: Ry - R : X - log, (X) (fonction logarithmique de base a:a > 0#1lp

log.x =y = & =x: les fonctions loget exp a sont réciproques l'une de l'autre.
Les fonctions népériennes

: y 1 . n
e= lm (L+1)= lim (l+x) = lim Y=
y-oo 7 Xx-0 N - +0i=0 "

exp: (X) = € est la fonction exponentielle népérienne

loge (X) = In (X) est la fonction logarithme népérien
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Propriétés des logarithmes. O a, bOR) a, bz 1 Ox,yOR :

1.loga1=0 logga=1
2.10ga(X.y) = loga X + log.y

3.log a% = - log, X = colog, x (cologarithme de x de base a)

4.1og. X" =n log, x

5.10g 4 X =:%gb—); Cas patrticulier log, b =
b

log, a

21. Analyse combinatoire

1. Arrangements simples :
|
AP :m(m-l)...(m-p+2).(m-p+1)(r=nnj'—p),psm
2. Arrangements avec répétition&\ > = n”

3. Permutations simples ;&= m!

FL.r2,n m!

4. Permutations avec répétition§m T avec (+n+ ...
1 12: «u:lns
p
5. Combinaisons simples frgz—l “Am pem
' P =i (m - p)t~ 1+ P=
6. Combinaisons avec répétition€y=Cp, . , .

Propriétés des combinaisons

a) Gy =Cp®
b) Corey=Chy + Coy't

22. BinOme de Newton

x+y)l =>C X"y
i=0

28
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23. Graphes de quelques fonctions usuelles

1.f:R oR:Xx - f(x) = x° 2.f:R o R:x » f(x)=x°
y y
ol ol
sl 2l
2 l

2 1 0 1 2 X
3.f:RT=R:ix - f() =X 4.f:R - R:x - f(x) =4/x
y y
2 1_/
1+ f f } f f
3 2 -1 1 2 3 X
f 14
0 1 2 3 4 5 X
5.f:Ry - R:x - f(x)== !
X il
f(x) = %est décroissante daig, et dansR; )
im =0 lim 1=0 1
X - +o00 X X - -0 X
1 2I 3 X
jim 1= - lim 2= +oo
X - 0" X X o O+ X
la droite d= x = 0 est asymptote verticale
la droite d=y = 0 est asymptote horizontal
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6.T:R R :x - f(x) =|x] 7.1:R 5 Z:x - E(X)
La fonction partie entiere de x

y ~
sl

31

VAR 1 —

o I i & & |

2 -1 a 1 2 ox
I3 - I2 Il 0 i i é -

f(x) = | x | est une fonction non —o -2

dérivable en x =0
Par définition, E(x) est le plus grand entier

inférieur ou égal a x.

8.T:R R :x - f(x) =sin x (en pointilles)

9.q9:[-1,1] >R :x - g(x) =arcsin x: (en trait plein)

La fonction sinus est périodique de A

période 2t 2N

Ses racines : x =1k, k1 Z Y a— 'S

Elle est impaire (symétrie centrale du ———7/ 14

graphe par rapport a l'origine.) ol

10.f: R R :Xx - f(x) = cos x (en pointillés)

11.g:[-1,1] >R :x - g(x) =arccos x: (en trait plein)

La fonction cosinus est périodique de -¥

période Zt

Ses racines : x§+ ki, kO Z

T
/l"“\ -7
-7 N -7
. yr AN
Elle est paire (graphe symeétrique par ~ - ; A ' z

rapport a I'axe des ordonnées.)
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12.f: R\ {§+ k} =R :x - f(x) =tan x (en trait plein)

13.g: R -R: x - f(x) = arctan x (en pointillés)

La fonction tangente est une fonction

——

périodique de période 3t
Ses racines : x =1k, k[1 Z 24
Elle est impaire : (Symétrie centrale du 1L
graphe par rapport a l'origine.) |
3 -2 -1
Les droites x :g+ kmt sont des -/ al
asymptotes verticales du graphe. -2t
La fonction arctan a pour asymptotes 3l
. : T _ T
horizontales les droites yz—et y = > -4

14.f: R\ {kn} >R :x - f(x) = cot x (en trait plein)

15.9: R - R :Xx - g(x) = arccot x (en pointillés)

La fonction cotangente est une fonction

périodique de période

Ses racines : x%[+ krt, kO Z

Elle est impaire : (Symétrie centrale du
graphe par rapport a l'origine.)

Les droites x =&, k J Z sont des
asymptotes verticales du graphe.

La fonction arccot a pour asymptotes

horizontales les droites y = 0 et y=
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16. f:R -R:x - f(x)=a*(a>1):): (en trait plein)

17. g:R SR :x - g(x)=a" (0<a<l) : (en pointillés)

Exemple: f(x) = 2* (en trait plein)
et g(x) = 0.5 (en pointillés)

Pour a>1 Fonction strictement positive

croissante
lim &=0 lima‘=+o
X > - X - + o0

y = 0 est asymptote horizontale a gauche

Pour 0<a<l Fonction strictement positive

décroissante
im &=+ lim a=0

X - - X - + o0

y = 0 est asymptote horizontale a droite

18. f:R; = R:x - f(X) =100, X (a>1) : (en trait plein)

19. g:R; - R:x - g(x) =log, x (O<a<l) : (en pointillés)

i
\
. _ . . . 3_
Exemple: f(x) = log, (X) : en trait plein W\\
et g(x) =logy s (X) (en pointillés) 24
\
log.1=0 loga=1 o\
\\
\ 1 1 1 1
. , . 9 N 2 3 4 5 X
Pour 0<a<l Fonction décroissante N
-1+ N
lim logax = + o0 lim logaXx = - Y
X - 0 X —» + oo -24 \\\\
X = 0 est asymptote verticale .l 7
Pour a>1: Fonction croissante

lim logyX = -o0 lim logax =+

X = 0 est asymptote verticale
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24. Graphes associés

Dans tous les graphes présentés, g(x) est enlfssrdt f(x) en trait plein

a) a(x) = f~ (x) (ou f ! (x)) (fonctions réciprogues)

Un point (X, y) du graphe de f devient le point
(y, X) du graphe de g

Exemple f(x) = x* et g(x) =\/x
Dans un repere orthonormé, les graphes de ces
fonctions sont symétriques I'un de l'autre par

rapport a la droite d'équation y = x

b) a(x) = f(x) + k

Un point (X, y) du graphe de f devient le point
(x, y + k) du graphe de g

Exemple f(x) = X etg(x) =X+ 1

c) a(x)=f(x + k)

Un point (X, y) du graphe de f devient le point
(x - k, y) du graphe de g
Exemple f(x) = X et g(x) = (x + 1)

N

=

\\

w

N

N

NS

33



d) a(x) = k.f(x)

un point (X, y) du graphe de f devient le point

(x, ky) du graphe de g

Le graphe de g(x) = k.f(x) a les mémes racinescglig
de f(x).

Exemple
f(x) = x*-1 et g(x) = 2(X- 1)

e) g(x) = - f(x)
Un point (X, y) du graphe de f devient le point
(X, - y) du graphe de g

Exemple f(x) =X -1etg(x)=-X+1

f) a(x) = [F(x)0
Un point (X, y) du graphe de f devient le pointlyk)du
graphe de g.

Exemple f(x) = X - 1 et g(x) =Ix° - 10
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g) a(x) = f(k.x)
Un point (X, y) du graphe de f devient le poiﬁt)() du graphe de g

Le point du graphe de f appartenant a I'axe dgggiréient également au graphe de g.

Exemple cos x et g(x) = cos 2x

N 7T ST o7
N // - /
\ 7 AN /
\ / \ /
/ \
\ / \ /
\ /
-3 \ -2 RV 0 1 2 3%
\\/ \ \,/
\ \
e N /s 1 N N
— I
h) g(x) = f(-x) | y \
|

— /

Exemple f(x) = et g(x) = /

N

IR

Un point (X, y) du graphe de f devientle ——_-—- -
point (-x, y) du graphe de g. —3—-2 | -

\\
N o
\

<
N

Les graphes de ces fonctions sont /
symétriques I'un de l'autre par rapport a
I'axe des ordonnées. (et donc ils coupen

w
—

cet axe en un méme point)
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25. Les nombres complexes. 7
z =a+ bi: aestla partie réelle et b la partiaginaire

(@+hbi)+@ +bi)y=(@a+a)+(b+Db)i P ¢
(@+bi).(@ +bi)=(aa -bb) +i(ab' +)yab

Plan complexe ou plan de Gauss

A tout nombre complexe z = a + ib on associe untpdide coordonnée (a, b) appelé
point-image du nombre complexe z = a + ib.

Le nombre complexe z = a + ib est I'affixe du pdifd, b).

L'axe Ox est appelé axe réel et I'axe Oy, l'axayinzre.

Forme trigopnométrigue d'un nombre complexe

L'angle¢, formé par la partie positive de I'axe réel esdgment qui joint I'origine au

point Z est Argumentde z. La longueur du segment qui joint l'origauepoint Z est

p=~/&+ = |z|{ a =p cosd

le modulede z et est souvent note |z|. {tanq) =g b =psind

Opérations sur les nombres complexes mis sous fiommoaomeétrique:

p(cosp +ising)=pcis¢p et p'(cosp'+ising')=p'ciso’
Le produit de deux nombres complexes non nulsreabmbre complexe dont

* le module est le produit des modules des facteurs
* l'argument est la somme des arguments des facteurs.
c.ad.pcis¢.p cis¢'=pp'cis (¢ +9)

e |e module est l'inverse du module de z

e |'argument est I'opposé de l'argument de z CEa(—:%IST) :% cis (-¢)

* le module est le quotient du module du premierdg@anodule du second
» l'argument est la différence entre I'argument dumper et I'argument du second.

., pcCis¢ _p . ,
c.ad. b Cist o cis(¢ - 9"
Formule de Moivre (cis¢)" =cis p (nJ Z)

Extensions de la formule de Moiviens¢ - i sind)" = (cos 1 - i sin np)
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26. Statistiques

26.1 Statistiques a une variable

p
L'effectif total: n =) r; (r; = répétitions)

i=1

i=1

_ n 1 p
La moyenne: xz%z X :EZ X
i=1

L'écart moyerest la moyenne des valeurs absolues des écarte@ykenne :

1< —_1< V|
Em =22 X - XI=2 21l - X| <X, =X
i=1 i=1

La varianceest la moyenne des carrés des ecarts a la moyenne

4 - P — P 2 5 —2
V=3s - x)2=iy k- x)2=1 > e - X7 = x2 -x

'écart typeest la racine carrée de la variance=+/V

26.2 Statistiques a 2 variables
-1 n —— n
Soit n points de coordonnées %) : x= EZ xety==< DY
i=1 i=1
Vy, 0x, Vy eta, sont calculées comme dans le point 1.1

1< - - 14
COMy =7 2 (Xi- X) (Vi- Y) =7 L XiYi- X . y=xy-xy
i=1 i=1
La droite de régression de y eiilbe point moyen X,y )

d=y-y=a (xx) et a=COTVg‘

La droite de régression de x er(jfe point moyen X,y )

— —_ 02
= -v=1°' o V- Y
d=y-y=a' (X X) eta Cov,,

. e . COV a
Le coefficient de corrélation linéaire rﬁ‘ (et P =5.)| ri<i
x Oy



27. Variables aléatoires - lois de probabilité

27.1 Variables aléatoires discretes :

Une variable aléatoire liée a une épreuve aléagsirene application de la catégorie
d'épreuve de cette expérience aléatoire dans RQ X R
La fonction définie par f(x = P (X = X) est la distribution ou loi de probabilité de X

La fonction de répartition d'une variable aléatdiigcrete X est la fonction :

F:R- R:x- F(@)=P (X a) Et donc F(x) = f(x;)

Xi< X
Sion note P(X = = i

La moyenne ou espérance mathématique : E@X)=>_ pXx
k

La variance : V=02 =) p(Xk - Hx)* = 2 PXi- e L'écart-typeo, =~/Vy
k k

27.1.1 Distribution binomiale : Bi (n, p)

(Répétition de n épreuves a deux issues ou epreievBsrnouilli )
Bi(n,p): (p=P(succeés) etq=1-p=P(échec)
P(X=k=p=Cpq "

Uy = np 02=npq et donca, =+/npq
27.1.2 La loi de Poisson : Pod)

e
pe= P(X = K) = by = 1 o,

1
=

27.2 Variables aléatoires continues

Hy = E(X) =[x f (x)dx

02 = Var (X) = E[(X -2 = S, (x - i)? f(x) dx

Proo < X <o) =1 =f_: f(x)dx (événement certain)

P(X<a) = F(a) =/* f(x) dx
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27.2.1 La loi normale Nf, o)

Loi : f(x) = oj%exp{— % [X_ouﬂ

Moyenne =1

27.2.2 La normale réduite N(O, 1)

Loi: ¢ (2) :\%T exp[-zg

Moyenne =0

27.2.3 Probabilité selon une loi normale

P(as X < b) = /" f(x) dx=j:j¢ (2) dZ=P(a_(;ESZSb_C;H)

27.3 Liens entre Binomiale, Poisson et Normale

Ecart-type = 1

Ecart-type o

Les distributions de probabilité de Poisson et Birade tendent vers une courbe en

cloche dans certaines conditions. On résume cafitmmns par le schéma suivant :

v.a. binomiale X = Bi (n,p)

Mx = Np

v.a. de PoissorX = Pof1)

e Mk
|

P(X=k =1

(Q=1-p)
P (X=k) =cip“q™
Ox = Npq
n_>oo\ n=50
np >5
p 0.5 ng>5

p00.5
H=np o’ =npq

v.a. normale X =N (u, %)

p>20

Hy=H o) =

1 ( "l(x_u)z
P(asXsb)z—fe 2\ 0 ) dx
2
oz )

Hx=H Ox =0

Les conditions théoriques telles que-no (a gauche des fleches) sont remplacées

par des conditions pratiques telles que n > 50gsastatisticiens.
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28. Quelques symboles mathématiques et leur signification.

allE
allE
ElLa
AnB
ALUB
AOB
AOB
A\B

#A

P=Q
P-Q
CaldE:P

HalE:P

I'élément a appartient a I'ensemble E

L'élément a n‘appartient pas a I'ensemble E

L'ensemble E comprend I'élément a

A inter B : ensemble des éléments qui apparéena la fois a A et a
A union B : ensemble des éléments qui appartisha A ou a B
L'ensemble A est inclus dans I'ensemble B

L'ensemble A contient I'ensemble B

A moins b : ensemble des éléments de I'ensefbjel
n‘appartiennent pas a I'ensemble B

[0 désigne I'ensemble vide. Celui-ci ne comprendiadément.
Cardinal A désigne le nombre d'éléments de I'enkefb

La proposition P implique la proposition Q

La proposition P est équivalente a la propasio

Il existe un élément a de I'ensemble E qui vél#iproposition P
(= au moins un élément a de E vérifie la proposiBpn

Tout elément de I'ensemble E vérifie la propriété P

B
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